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= −
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−1

= −m
√

−Ẋ2
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したがって，作用は
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= −m

∫
dτ

(√
−ηµνẊµẊν

)
= S

となり，2つの作用が同等であることを示している．

時空における弦

現時点まで我々は，自由な相対論的点粒子に対する運動方程式の計算に役

立つ基本的な手法を吟味してきた．この作業を時空上の弦が動く場合に則っ

て拡張したい．点粒子は一切の大きさも持たないので，0次元の物体として

描かれる．我々は，(0次元的な)点粒子が世界線という時空上の道のり又は

線 (1 次元) を描いて通るという説明で，その運動が描かれることを見てき

た．弦は，点粒子とは異なって 1次元上にいくらかの広がりを持つので，1

次元的な物体となる．(1次元的な)弦が移動すると，科学者達が世界面とよ

ぶ時空上の 2次元曲面を描いて通ることになる．一例として，閉じた輪の弦

が時空上を動いていく様を想像して欲しい．図 2.1に示したように，この場

合の世界面は管になるだろう．
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ct

図 2.1: 時空において閉弦が描く世界面は管 (tube)となる．

これらは以下のように要約できる：

• 点粒子が通る道は時空上で線となる．その線は 1 個のパラメーター

(固有時)でパラメーター化される．

• 時空を移動する弦は世界面と呼ばれる 2次元曲面を描いて通る．この

ため，世界面は 2次元的となり，σ0 と σ1 で表される 2個のパラメー

ターを必要とする．

局所的に座標 σ0, σ1 は世界面上の座標と考えることができる．あるいは，

世界面のパラメーター化とするもう 1つの方法を見ていくためには，弦の固

有時および空間的な広がりを構成する必要がある．そのようにして，最初の

パラメーターは再び固有時 τ となり，2個目のパラメーターは，σ で表され

る，弦の長さに結び付けられる：

σ0 = τ σ1 = σ

世界面の座標 (τ, σ) は次の関数 (弦座標という) によって時空上に写像さ
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れる．

Xµ(τ, σ) (2.12)

そうすると弦の時間と空間的位置は (d+ 1)次元の空間座標

{X0(τ, σ), X1(τ, σ), . . . , Xd(τ, σ)}

として写像される．

ここで，式 (2.8)を新しい高次元世界 (世界面)に一般化し，弦の作用を記

述する必要がある．それは次の方法でなされる．点粒子の作用が世界線の長

さに比例することを思い出して欲しい [式 (2.5)]．ちょうど，弦が時空の 2

次元世界面を描いて通ることを述べた．このことは，もし点粒子作用の記述

を一般化するつもりなら，弦の作用は世界面の表面積に比例する可能性があ

ることを示している．これは実際そうなる．この作用を

S = −T
∫
dA (2.13)

として書くことができ，比例定数は弦の張力であることが予想される．ここ

で，dAは世界面領域の微小要素である．dAの形を求めるために，微小線要

素 ds2 を考えることから始め，世界面上の座標を σ0 = τ, σ1 = σ として導

入する．ちょっとした代数計算を行うことで，

ds2 = −ηµνdXµdXν

= −ηµν
∂Xµ

∂σα

∂Xν

∂σβ
dσαdσβ

を得る．これにより我々は世界面上に誘導計量を定義できる．これは以下の

ように与えられる．

hαβ = ηµν
∂Xµ

∂σα

∂Xν

∂σβ
(2.14)

この計量は世界面上の距離を決定する．この計量を “誘導”と呼ぶのはその

定義式に背景となる時空の計量を含むためである (ここでは時空が平坦であ
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るとしているので ηµν を使っている)．すなわち，世界面の表面上ではこの

計量が新しい距離の尺度となるのであるが，その距離の尺度は背景となる時

空の計量を通して決定される (一般には ηµν とはならない)．先に進むと，今

我々は

ds2 = −hαβdξαdξβ

を持っている．そして，記法

Ẋµ =
∂Xµ

∂τ
Xµ′ =

∂Xµ

∂σ

を用いると（平坦時空の場合に対する）誘導計量の成分を

hττ = ηµν
∂Xµ

∂τ

∂Xν

∂τ
= Ẋ2

hστ = ηµν
∂Xµ

∂σ

∂Xµ

∂τ
= X ′ · Ẋ = Ẋ ·X ′ = hτσ = ηµν

∂Xµ

∂τ

∂Xν

∂σ

hσσ = ηµν
∂Xµ

∂σ

∂Xν

∂σ
= X ′2

(2.15)

と書ける．

式 (2.15) を使うことで，空間 (τ, σ) における誘導計量を行列として書く

ことができる．

hαβ =

(
Ẋ2 Ẋ ·X ′

Ẋ ·X ′ X ′2

)
(2.16)

ここで，この行列の行列式が

h = dethαβ = Ẋ2X ′2 − (Ẋ ·X ′)2 (2.17)

のように与えられることに注意して欲しい．最初に立ち返り，作用の式を探

し求めてみよう．

S = −T
∫
dA
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我々は，初等的な微積分法から，計量 Gαβ によって記述される特定の空間

において，表面積の要素が

dA =
√

−detGαβd
2ξ

で与えられることを知っている*5．今回の場合，必要としている計量は誘導

計量であるから [式 (2.15)]，dA =
√
−γdτdσ とする．もし，ある初期固有

時 τi から終端固有時 τf にかけて積分し，さらに弦の長さにわたる積分も実

行したとき (ℓと表すことにする)，弦の作用は，

S = −T
∫ τf

τi

dτ

∫ ℓ

0

dσ
√
−γ (2.18)

または，式 (2.17)を使って，

S = −T
∫ τf

τi

dτ

∫ ℓ

0

dσ

√
(Ẋ ·X ′)2 − Ẋ2X ′2 (2.19)

と明示的に書ける．式 (2.18)および式 (2.19)の作用は南部ｰ後藤作用と呼ば

れ，相対論的 (古典) 弦の力学を記述している．時空における点粒子の運動

が世界線の長さを最小化する*6 働きを持つように，古典弦も世界面の表面

*5訳注：通常のユークリッド空間 Rd 内に存在する無限に細長い膜の座標を (τ, σ)とする場
合，膜上の面積要素は，ベクトル dui = Ẋidτ と dvi = Xi′dσ の張る平行四辺形の面積でそ
れは

|du||dv|| sin θ| =|du||dv|
√

1− cos2 θ =
√

|(du)2(dv)2 − (du · dv)2|

=

√
Ẋ2X′2 − (Ẋ ·X′)2dτdσ =

√∣∣∣∣ Ẋ2 Ẋ ·X′

X′ · Ẋ X′2

∣∣∣∣dτdσ
となる．ここでルートの中身の符号はコーシー-シュワルツの不等式 (Ẋ ·X′)2 ≤ Ẋ2X′2 に
よって得られるが，今考えている世界面座標では (時間的な接ベクトルと空間的な接ベクトルが
存在すると指定すると)符号が反転する．また内積 (自乗も含む) もミンコフスキー時空のもの
にしなければならない．詳しくはツヴィーバッハ [著]樺沢宇紀 [訳]『初級講座弦理論　基礎編』
P109参照．

*6訳注：ここでの世界線の長さはユークリッド空間で測った世界線の長さの方であり，∫
ds =

∫ √
dτ2 −

∑d
i=1 dx

2 =
∫ τf
τi

√
1−

∑d
i=1

(
dxi

dτ

)2
dτ ではない．このため，経路長

が最短になるとき，固有時は最大化する．


